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En este trabajo se realizan ciertas consideraciones sobre las integrales curvil´ıneas que intervienen en el
planteamiento de los problemas de contorno y autovalores que describen el comportamiento esta´tico y
dina´mico de placas aniso´tropas con contornos ela´sticamente restringidos. Tambie´n se realizan consideraciones
sobre las condiciones de contorno en la aplicacio´n del me´todo de Ritz.
CONSIDERATIONS ON THE APPLICATION OF THE RITZ METHOD IN THE ANISOTROPIC
PLATES THEORY
Summary
In this work they are carried out certain considerations on the curvilinear integrals which intervene in the set
up of boundary and eigenvalue problems which describe the static and dynamic behavior of anisotropic plates
with elastically restrained boundaries. Relating questions to the boundary conditions in the application of
the Ritz method are also analyzed.
INTRODUCCIO´N
Los problemas de autovalores y/o de contorno que describen situaciones f´ısicas pueden
ser obtenidos a partir de principios f´ısicos mediante te´cnicas variacionales. En el estudio del
comportamiento esta´tico y dina´mico de cuerpos deformables el enfoque variacional es una
herramienta esencial. Un caso concreto lo constituye la determinacio´n de las expresiones
anal´ıticas de las condiciones de contorno de placas aniso´tropas con bordes ela´sticamente
restringidos. Dichas expresiones anal´ıticas no son fa´ciles de obtener sin el uso del ca´lculo de
variaciones.
Existe una gran cantidad de textos y trabajos de investigacio´n que tratan sobre la
formulacio´n por medio de te´cnicas del ca´lculo de variaciones, de las ecuaciones diferenciales
y las condiciones de contorno que describen el comportamiento esta´tico y/o dina´mico de
placas1−10.
Por otra parte se han desarrollado varios textos sobre el comportamiento de placas
aniso´tropas11−15. No obstante, el estudio de placas aniso´tropas con caracter´ısticas meca´nicas
complejas, tales como, restricciones ela´sticas en el contorno, espesor variable y presencia de
puntos angulosos en el contorno, ha recibido muy poco tratamiento16−21.
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En la pra´ctica, es muy dif´ıcil o imposible lograr que los bordes de una placa tengan apoyos
r´ıgidamente empotrados o simplemente apoyados. En rigor, los apoyos reales representan
una situacio´n intermedia entre los dos tipos de apoyos ideales mencionados. Esto implica que
es importante la construccio´n de un modelo matema´tico que contemple restricciones ela´sticas
a lo largo de los bordes. Por esta razo´n en este trabajo se analiza el comportamiento de
una placa aniso´tropa con contorno ela´sticamente restringido contra rotacio´n y translacio´n.
La presencia de estos v´ınculos ela´sticos genera te´rminos adicionales en la expresio´n de la
energ´ıa de deformacio´n del sistema meca´nico en estudio. Los te´rminos mencionados se
plantean mediante integrales curvil´ıneas respecto de la longitud de arco, debido a que las
restricciones ela´sticas esta´n uniformemente distribuidas a lo largo del contorno de la placa.
Por lo tanto, se requiere un adecuado manejo de las integrales curvil´ıneas involucradas en el
proceso de determinacio´n, por v´ıa variacional, de los problemas de contorno o de autovalores
correspondientes. En este trabajo se analizan en detalle ciertas propiedades de las integrales
curvil´ıneas involucradas en las energ´ıas de los v´ınculos ela´sticos antes mencionados.
Por otra parte, el correspondiente problema de contorno y autovalores que describe el
comportamiento dina´mico de una placa aniso´tropa con contorno ela´sticamente restringido,
entre otras complejidades, es imposible de resolver en forma exacta. Adema´s, si bien se
pueden obtener soluciones aproximadas mediante me´todos variacionales como el de Ritz, la
construccio´n de funciones coordenadas que satisfagan las correspondientes condiciones de
contorno es muy compleja o imposible. Es bien conocida la propiedad que establece que en
la construccio´n de las funciones coordenadas es posible ignorar las denominadas condiciones
de contorno naturales o inestables9,10 y que al considerar una gran cantidad de te´rminos en
la funcio´n aproximante se observa convergencia a los resultados exactos correspondientes.
No obstante, cuando se aplica el me´todo de Ritz con una funcio´n aproximante que consta,
por ejemplo, de uno o dos te´rminos, es conveniente que los mismos satisfagan todas las
condiciones de contorno y, si esto no es posible, entonces deben imponerse expresiones
anal´ıticas aproximadas a las originales. Este u´ltimo procedimiento ha sido usado con
e´xito19,20. En el presente trabajo se realizan ciertas consideraciones sobre la construccio´n
de funciones coordenadas y el tratamiento de las condiciones de contorno para una placa
rectangular aniso´tropa.
EL FUNCIONAL DE ENERGI´A
Sea una placa que en la posicio´n de equilibrio cubre un dominio bidimensional tal
como se muestra en la Figura 1. A efectos de generalizar los resultados, se considera que
la placa esta´ constituida por material compuesto laminado sime´trico respecto del plano
medio, que el borde esta´ ela´sticamente restringido a la rotacio´n y translacio´n y que se
aplica una fuerza distribuida q = q(x1, x2, t) sobre Ω. Se supone que el v´ınculo rotacional
esta´ caracterizado por el coeﬁciente cR(s) y el translacional por cT (s), donde s denota
la longitud de arco a lo largo del contorno ∂Ω. Se considera que los desplazamientos
transversales del sistema meca´nico en estudio esta´n dados en cada instante t por la funcio´n
w = w(x1, x2, t), (x1, x2) ∈ Ω¯, donde es Ω¯ = Ω ∪ ∂Ω.
De la teor´ıa de placas delgadas es bien conocido que la energ´ıa cine´tica de la misma en












donde ρ denota la densidad del material de la placa h y es el espesor de la misma. A su vez,
la energ´ıa potencial total esta´ dada por la suma de la energ´ıa de deformacio´n ela´stica de
la placa, la energ´ıa potencial de la carga q = q(x1, x2, t) y las energ´ıas almacenadas en los
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v´ınculos que restringen el contorno ∂Ω. Por lo tanto, en el instante t la energ´ıa potencial





























































denota a la derivada respecto de la coordenada normal n al contorno de la






ij (z3k+1 − z3k), donde Q¯(k)ij son los elementos de la matriz constitutiva que son
funcio´n de los cuatro coeﬁcientes independientes EL, ET , GLT y νLT
(
o νLT = ETEL νLT
)
y del




















































ds representa la energ´ıa de deformacio´n almacenada a lo





cT (s)w2ds representa la energ´ıa de deformacio´n debida al v´ınculo translacional.
Por otra parte, es bien conocido el denominado principio de Hamilton7, el cual requiere
que entre dos instantes de tiempo t0 y t1 en los que la posicio´n del sistema se conoce, el




en el espacio de las funciones admisibles. En consecuencia, el funcional a considerar esta´
dado por




































































La condicio´n que establece que el funcional (3) es estacionario es
δF (w, v) = 0, ∀v ∈ D0 (4)
donde D0 denota al espacio de las direcciones admisibles en el punto w del dominio D del
funcional mencionado. Si se supone w(x1, x2, •) ∈ C2[t0, t1], w(•, •, t) ∈ C4(Ω¯) y que el
contorno esta´ r´ıgidamente empotrado, y dado que las posiciones en los instantes t0 y t1 son
conocidas, el dominio del funcional (3) esta´ dado por






= 0, w(x1, x2, t0) = w0, w(x1, x2, t1) = w1}
(5)
donde w0 y w1 son las funciones que describen las posiciones del sistema en los instantes
mencionados. Las direcciones admisibles v en w ∈ D son aque´llas para las cuales se veriﬁca
que w + εv ∈ D para todo ε suﬁcientemente pequen˜o. Entonces, en virtud de (5), v es una
direccio´n admisible en w para D si, y so´lo si, v ∈ D0, donde
D0 = {v; v(x1, x2, •) ∈ C2[t0, t1], v(•, •, t) ∈ C4(Ω¯), v(x1, x2, t)|∂Ω = 0
∂v
∂n
(x1, x2, t)|∂Ω = 0, v(x1, x2, t0) = v0, v(x1, x2, t1) = 0,∀(x1, x2) ∈ Ω¯}
(6)
En el caso de otras condiciones de contorno el procedimiento de construccio´n del espacio
D0 es totalmente ana´logo.
Si se aplica la deﬁnicio´n de variacio´n de Gateaux7, del funcional F en w y en la direccio´n
v, resulta
δF (w; v)=
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Para transformar las integrales que contienen derivadas de w respecto de las variables














dx, u, v ∈ C(1)(Ω¯)
donde ni denota la i-e´sima componente del versor normal exterior al contorno ∂Ω. Nueva-
mente aparece una integral curvil´ınea respecto de la longitud de arco, la cual en el desarrollo
anal´ıtico que a continuacio´n se detalla produce te´rminos que podra´n combinarse con los pro-
porcionados por las integrales curvil´ıneas que dan las energ´ıas de deformacio´n de los v´ınculos
a lo largo del borde de la placa. Al aplicar integracio´n por partes con respecto a la variable
t en el primer te´rmino de (7) y la fo´rmula de Green en los que contienen derivadas de w












































































































PROBLEMA DE CONTORNO Y AUTOVALORES
De acuerdo con la condicio´n (4), la expresio´n (8) debe anularse para la funcio´n w
que describe el desplazamiento de los puntos del plano medio de la placa para todas las
direcciones admisibles v y, en particular, para aquellas direcciones que satisfacen a lo largo
de ∂Ω las condiciones










En este caso de (4) y (8) resulta























dt = 0,∀v ∈ D0
(10)
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La propiedad de continuidad de las funciones involucradas en el integrando de (10) y
las condiciones (9) que v satisface permiten aplicar el lema fundamental del ca´lculo de














































− q = 0
∀(x1, x2) ∈ Ω, ∀t (11)
E´sta es la conocida ecuacio´n diferencial a derivadas parciales de cuarto orden que describe
el comportamiento dina´mico de una placa aniso´tropa cuando ejecuta vibraciones transver-
sales.
Si ahora se quitan las condiciones (9), dado que w debe satisfacer la ecuacio´n (11), la








































Para un adecuado tratamiento de las integrales curvil´ıneas que intervienen en (12) es
conveniente introducir un nuevo sistema de coordenadas. En principio se supone que el
contorno ∂Ω es una curva orientada22 en R2 de clase C1. La variable t que denota al tiempo
en (12) no se va a tener en cuenta, ya que ello no quita generalidad.
Dado el punto (x1, x2) ∈ R2 indicado en la Figura 2, se determinan las variables n y sα
de la siguiente forma:
(i) n es la distancia medida a partir del punto P del contorno ∂Ω a lo largo de la recta
que coincide con la normal exterior que pasa por (x1, x2). Se considera negativa cuando
(x1, x2) ∈ Ω y positiva cuando (x1, x2) ∈ CΩ.
(ii) sα es la funcio´n sα: [a, b] → R dada por
sα(r) =
{ 0 r = a
l(α|[a,r]) ∀r ∈ [a, b]
donde α es un representante22 de ∂Ω.
Dado (x1, x2) ∈ R2 y determinada n, se adopta como sα el valor que toma la funcio´n
sα(r) en el punto P . De esta forma queda determinado el punto (n, sα).
Es conveniente adoptar como representante de la curva orientada ∂Ω a α =
(α1(sα), α2(sα)), sα ∈ [0, l] con l = l(α). La longitud de arco se comienza a medir,
por ejemplo, a partir del punto Q.
Ahora consideremos el a´ngulo ϕ = ϕ(sα) formado por la tangente a ∂Ω en el punto
P = (x1, x2) ∈ ∂Ω, con x1 = α1(sα), x2 = α2(sα).
En la Figura 2 se destaca claramente que es
x1(n, sα) = α1(sα) + n senϕ(sα) (13)
x2(n, sα) = α2(sα) + n cosϕ(sα) (14)
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Si se realiza este cambio de variables en (12), resulta
































Al integrar por partes se tiene




























Dado que las funciones que componen los integrandos de (16) son continuas, una
adaptacio´n del lema fundamental del ca´lculo de variaciones y la aplicacio´n de la condicio´n



















En el caso de un problema de contorno con una ecuacio´n diferencial de orden 2m, las
condiciones de contorno se dividen en dos clases. Aque´llas que contienen en sus expresiones
anal´ıticas a la funcio´n inco´gnita w y derivadas de w de orden menor o igual a m − 1 se
denominan estables o geome´tricas. Por otra parte, las condiciones de contorno que contienen
derivadas de w de orden mayor que m−1 se denominan inestables o naturales. Por lo tanto,
si 0 ≤ cR(sα) < ∞ y 0 ≤ cT (sα) < ∞, las condiciones (17) y (18) son inestables. Los apoyos
cla´sicos, es decir, borde simplemente apoyado, empotrado o libre, pueden ser obtenidos a
partir de (17) y (18) como casos l´ımites. Por ejemplo, para borde r´ıgidamente empotrado
se hace cR(sα) → ∞ y cT (sα) → ∞ y en consecuencia resultan ∂w∂n |∂Ω = 0 y w∂Ω = 0, las























Figura 2. Para´metros geome´tricos que deﬁnen el contorno de la placa
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ANA´LISIS DE PLACAS RECTANGULARES
Sea el dominio rectangular Ω dado por Ω = {(x1, x2), 0 < x1 < a, 0 < x2 < b}. El
contorno es una curva orientada dada por la composicio´n de curvas ∂Ω = ∂Ω4 ∗ ∂Ω3 ∗ ∂Ω2 ∗
∂Ω1, donde cada componente es una curva orientada en R2 de clase C1 a trozos, tal como
se muestra en la Figura 3. El arco ∂Ω1 se puede representar en forma parame´trica con la
funcio´n α = (x1, 0), ∀x1 ∈ [0, a]. Las componentes del versor normal exterior son n1 = 0,
n2 = −1.
De igual forma para los restantes arcos ∂Ωi, i = 2, 3, 4, es
β = (a, x2), ∀x2 ∈ [0, b], n1 = 1, n2 = 0
γ = (a − r, b), ∀r ∈ [0, a], n1 = 0, n2 = 1
λ = (0, b − r), ∀r ∈ [0, b], n1 = −1, n2 = 0
Al usar estas expresiones en














= −∂w(x1, 0, t)
∂x2














∂w(a− r, b, t)
∂x2





= −∂w(0, b− r, t)
∂x1
, ∀r ∈ [0, b]
En consecuencia, la integral curvil´ınea que representa la energ´ıa de deformacio´n almace-


































































Por otra parte es





































cT4(b− r)(w(0, b− r, t))2 dr
(20)
( )



























Figura 3. Placa aniso´tropa rectangular
USO DE EXPRESIONES APROXIMADAS PARA LAS CONDICIONES DE
CONTORNO
Se analiza a continuacio´n una placa rectangular aniso´tropa (Figura 3), con su borde 2
ela´sticamente restringido a la rotacio´n, pero no a la translacio´n (borde simplemente apoyado)
y los bordes restantes empotrados. De las expresiones generales (17) y (18) se obtienen las
siguientes condiciones de contorno

























∀x2 ∈ (0, b)
(23)
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De acuerdo con lo expresado anteriormente, queda claro que las condiciones (21) y (22)
son estables, mientras que la condicio´n (23) es inestable.
Es evidente que es imposible la determinacio´n de la solucio´n exacta del problema de
autovalores y/o de contorno correspondiente. Sin embargo, es posible utilizar un me´todo
anal´ıtico, tal como el me´todo variacional de Ritz para determinar soluciones aproximadas.
Cuando se analizan problemas de vibraciones naturales libres, es posible considerar y
aplicar un campo de desplazamientos de la forma
w(x1, x2, t) = W (x1, x2) cos(ωt) (24)
donde W (x1, x2) es la amplitud del desplazamiento que se aproxima a trave´s de funciones
de forma.
Para realizar un ana´lisis esta´tico se toma la frecuencia natural de vibracio´n nula, es decir,
ω = 0 y el campo de desplazamientos se aproxima directamente mediante w(x1, x2, t) =
W (x1, x2) .
Un procedimiento que ha sido empleado previamente consiste en aplicar el me´todo de
Ritz adoptando como funciones de forma a expresiones del tipo23−25






donde cij son coeﬁcientes arbitrarios y {pi(x1)}, {qj(x2)} son conjuntos de polinomios
ortogonales.
Obviamente es imposible construir las funciones coordenadas en (25) de manera que
satisfagan las condiciones de contorno (21) a (23). Una te´cnica muy utilizada consiste
en reemplazar dichas condiciones por otras con expresiones anal´ıticas ma´s simples19,20 .
Consideremos el borde 2 de la placa de la Figura 3 y supongamos que en la condicio´n
(23) se quita el te´rmino 2D16
∂2w(a,x2,t)
∂x1∂x2
. Como consecuencia de la condicio´n de contorno
w(a, x2, t) = 0 y teniendo en cuenta (25), se veriﬁca que es
∂2w(a,x2,t)
∂x22
y la condicio´n de







, ∀x2 ∈ (0, b) (26)
En lo que sigue se realiza un estudio deductivo para establecer un criterio que permita
determinar si es conveniente el uso de las condiciones de contorno aproximadas, cuando se
utilizan polinomios ortogonales como funciones de forma en el me´todo de Ritz.
Se realizo´ una serie de experimentos nume´ricos en una placa cuadrada de material
compuesto boro-epoxi, con las siguientes propiedades meca´nicas19: νLT = 0, 24, GLT /EL =
0, 025, ET /EL = νTL/νLT = 0, 06875. Los ejes de ortotrop´ıa se encuentran inclinados 30◦
respecto de los ejes cartesianos que contienen a los lados de la placa (Figura 1).
Si se aplica el me´todo de Ritz con el uso de polinomios ortogonales como funciones
coordenadas, con la condicio´n de que se satisfaga la condicio´n de contorno aproximada
(26), no se obtienen resultados de frecuencias con una precisio´n mayor a la que se logra
cuando so´lo se tienen en cuenta las condiciones estables (21)–(22) y directamente se ignora
la inestable (23). Esto queda claramente demostrado en las Figuras 4 y 5, donde se observa
una discrepancia cuando el nu´mero de polinomios que se usa es de N = 1. Esta situacio´n es
lo´gica dado que al usar un solo polinomio es adecuado someterlo a la condicio´n de contorno
(26) (aunque e´sta sea aproximada), que no someterlo a condicio´n alguna. En cambio,
cuando el nu´mero de funciones coordenadas crece, se veriﬁca una adecuada convergencia.
Una situacio´n totalmente ana´loga se presenta en la determinacio´n de la deﬂexio´n esta´tica y
de los momentos ﬂectores, tal como se muestra en las Figuras 6 a 9.























ωb2 de una placa
cuadrada aniso´tropa cuando se incrementa el nu´mero de te´rminos en la funcio´n
aproximante. Los bordes 1, 3 y 4 esta´n r´ıgidamente empotrados, el borde 2 esta´
ela´sticamente restringido a rotacio´n R2 = cR2a/D11. I Resultados obtenidos sa-
tisfaciendo la condicio´n natural aproximada; II Resultados obtenidos satisfaciendo





















ωb2 de una placa
cuadrada aniso´tropa cuando se incrementa el nu´mero de te´rminos en la funcio´n
aproximante. Los bordes 1, 3 y 4 esta´n r´ıgidamente empotrados, el borde 2 esta´
simplemente apoyado. I Resultados obtenidos satisfaciendo la condicio´n natural
















Figura 6. Deﬂexio´n w = α qb
4
D11
10−2 en el centro de una placa cuadrada aniso´tropa cuando
se incrementa el nu´mero de te´rminos en la funcio´n aproximante. Los bordes 1,
3 y 4 esta´n r´ıgidamente empotrados, el borde 2 esta´ ela´sticamente restringido a
rotacio´n R2 = cR2a/D11. I Resultados obtenidos satisfaciendo la condicio´n natural
aproximada; II Resultados obtenidos satisfaciendo so´lo la condicio´n geome´trica


















Figura 7. Deﬂexio´n w = α qb
4
D11
10−2 en el centro de una placa cuadrada aniso´tropa cuando se
incrementa el nu´mero de te´rminos en la funcio´n aproximante. Los bordes 1, 3 y 4
esta´n r´ıgidamente empotrados, el borde 2 esta´ simplemente apoyado. I Resultados
obtenidos satisfaciendo la condicio´n natural aproximada; II Resultados obtenidos



















Figura 8. Momento ﬂector Mx1 = βqb
2 10−1 en el centro de una placa cuadrada aniso´tropa
cuando se incrementa el nu´mero de te´rminos en la funcio´n aproximante. Los bordes
1, 3 y 4 esta´n r´ıgidamente empotrados, el borde 2 esta´ ela´sticamente restringido a
rotacio´n R2 = cR2a/D11. I Resultados obtenidos satisfaciendo la condicio´n natural



















Figura 9. Momento ﬂector Mx1 = βqb
2 10−1 en el centro de una placa cuadrada aniso´tropa
cuando se incrementa el nu´mero de te´rminos en la funcio´n aproximante. Los
bordes 1, 3 y 4 esta´n r´ıgidamente empotrados, el borde 2 esta´ simplemente
apoyado. I Resultados obtenidos satisfaciendo la condicio´n natural aproximada;
II Resultados obtenidos satisfaciendo so´lo la condicio´n geome´trica
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Cabe destacar que para N = 1 la solucio´n coincide con la correspondiente a una placa
orto´tropa, con los ejes de ortotrop´ıa paralelos a los ejes cartesianos x1, x2. Por ello, en el caso
general de anisotrop´ıa φ 	= 0 (Figura 1), no debe usarse una funcio´n aproximante con un solo
te´rmino. Lo anterior se debe a que cuando se utiliza N = 1, la integracio´n de los te´rminos
de acoplamiento entre ﬂexio´n y torsio´n es nula, por lo tanto, no produce contribucio´n alguna
al funcional de energ´ıas. As´ı, la solucio´n obtenida no es una aproximacio´n a la solucio´n de
una placa aniso´tropa general, sino a la solucio´n de una placa orto´tropa, es decir, con iguales
rigideces D11, D12, D22 y D66, pero con D16 = D26 = 0.
CONCLUSIONES
En este trabajo se presenta un tratamiento de las integrales curvil´ıneas que intervienen
en el planteamiento, a trave´s de un enfoque variacional, de los problemas de contorno y
autovalores que describen el comportamiento esta´tico y dina´mico de placas aniso´tropas
con contornos ela´sticamente restringidos. Por otro lado, cuando se utiliza, para analizar el
comportamiento esta´tico y dina´mico de una placa rectangular aniso´tropa, el me´todo de Ritz
con la implementacio´n de polinomios ortogonales como funciones coordenadas, se sugiere
someter a las mismas so´lo a las condiciones de contorno estables. Como las condiciones
inestables, en este caso, no pueden ser satisfechas en forma exacta, se determino´ que el
uso de expresiones aproximadas para las mismas no proporciona valores nume´ricos que se
caractericen por una mejor convergencia con respecto a la que se logra cuando directamente
se ignoran estas condiciones.
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